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Zum Winkel β

1 Geometrie

Wir folgenderNomenklaturin
http://uratom.keyspace.de/uratom/Image32.gif, d.h.diegrunds̈atz-
lichenGrößensind:

d DurchmesserderstoßendenTeilchen�
u Geschwindigkeit desim UrsprungstartendenProbeteilchens�
v Geschwindigkeit desStoßpartners
L EntfernungdesStartpunktesdesStoßpartnersvomUrsprung
φ Winkel zwischen

�
u unddemOrtsvektordesStartpunktesdesStoßpartners

β Winkel zwischen� �v und
�
u

DasKoordinatensystemwählenwir so,dassdie Geschwindigkeit
�
u in x-Richtung

liegt, d.h.
�
u � u

�
ex, dannkönnenwir

�
v bequemüberv � � �v � undβ zerlegenin

vx
� � vcosβ (1)

vy
� � vsinβ � (2)

undfür die Relativgeschwindigkeit
�
w � �v � �u schreiben

wx
� vx

� u (3)

wy
� vy � (4)

Gesuchtsindnundiejenigenu, für die ein Stoßerfolgt.

1.1 d � 0

Nehmenwir zun̈achsteinenDurchmesserd � 0 an,d.h.für einenStoßhat
�
w exakt in

Gegenrichtungvon φ zuzeigen,esmussalsogelten

cosφ � � wx

w
(5)� cosφ � � vx

� u	 

vx
� u� 2 � v2

y

(6) cos2 φ � 

vx
� u� 2


vx
� u� 2 � v2

y
(7)� u � vx � � vy cotφ

� � (8)
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Die Bedingungvysinφ � 0 zusammenmit demZurückrechnenvon
�
v auf Betragund

Winkel liefert dann

u � v


sinβ cotφ � cosβ � (9)����� 0 � sinβsinφ (10)

alsStoßbedingung.
Die PoledesCotangenssind nicht etwa AusdruckeinerungeschicktenWahl des

Koordinatensystems,sondernhabeneinephysikalischeBedeutung:Ist sinφ im Gegen-
satzzusinβ sehrklein, d.h.derStoßpartnerbefindetsichsehrnaheanderungesẗorten
TrajektoriedesProbeteilchens,

”
zielt“ aberdeutlichquer, soist einsehrgroßesu nötig,

umihn dochnochzuerreichen.Für sinφ � 0 ist diesgarnichtmehrmöglich,alleinbei
sinβ � 0 kanndannnocheinStoßerfolgen.Umgekehrterforderteinsinβ � 0 auchein
sinφ � 0 (dadasProbeteilchennicht querfliegenkann)undsoist die Stoßbedingung
zuergänzenum

0 � sinβ � sinφ (11)����� 0 � 

u � vcosβ � cosφ � (12)

Für denSpezialfall dassu � v vorgegebenist, erfordert(9) offensichtlich

sinβ cotφ � 1 � cosβ (13)� cotφ � cot
β
2

� (14)

d.h.wegen(10) alsoφ � β � 2. Die HerkunftsentfernungL tauchtin diesemErgebnis
garnichtauf,siebestimmtlediglich denZeitpunktdesStoßes:L � v
1.2 d � 0

Für ein endlichesd bekommenwir ein Intervall von Winkeln, die zum Stoßführen.
Mit derAbkürzung

ε � arcsin


d � L � (15)

sinddessenGrenzen

φa � φ � ε (16)

φb � φ � ε � (17)

denenwir dieGrößen

â � sinβcotφa
� cosβ (18)

b̂ � sinβcotφb
� cosβ (19)

zuordnen.DiesekönnennichtunmittelbaralsIntervallgrenzenfür u� v dienen,dazum
einenfür sinβ � 0 derWert â größerals b̂ wird, undzumanderendie Situationen,in
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A B
1 1

�
1
�
0 1 1 1

�
1
�
0 � ✓ â b̂

1 1
�
1
�
0 1 1

�
0 1 � ✓ â ∞

1 1
�
1
�
0 1

�
0 1 1 � ✓ � ∞ b̂

1 1
�
1
�
0 1

�
0 1

�
0 1

�
1
�
0 � ✕ � �

1 1
�
1
�
0 1

�
0 1

�
0 1

�
1
�
0 � ✕ � �

1 1
�
1
�
0 1

�
0 1 1 � ✓ b̂ ∞

1 1
�
1
�
0 1 1

�
0 1 � ✓ � ∞ â

1 1
�
1
�
0 1 1 1

�
1
�
0 � ✓ b̂ â

0 1 1 1 1
�
1
�
0 � ✕ � �

0 1 1
�
0 1

�
0 1 � ✓ � 1 ∞

0 1 1
�
0 1

�
0 1 � ✓ � ∞ � 1

0 1 1 1 1
�
1
�
0 � ✕ � �

0 1 1 1 1
�
1
�
0 � ✕ � �

0 1 1
�
0 1

�
0 1 � ✓ 1 ∞

0 1 1
�
0 1

�
0 1 � ✓ � ∞ 1

0 1 1 1 1
�
1
�
0 � ✕ � �

Tabelle 1: Die 16 unterschiedlichen Situationen, die bei der Berechnung der zum
Stoß führenden Geschwindigkeiten u unterschieden werden müssen; das Resultat ist
u � � vA !"!"! vB# . In den ersten fünf Spalten ist 1 die Kurzform für $ 1, die parallelen Linien
bei

”
Ort“ symbolisieren den Korridor y % d, und â bzw. b̂ in den Spalten für A und B

sind die Werte aus (18) und (19).

denendasIntervall & φa �'�(� φb ) einenPoldesCotangensentḧalt, gesondertzubehandeln
sind.Insgesamtkönnenwir 16Fälleunterscheiden,die in Tabelle1 aufgef̈uhrt sind.A
und B bezeichnendarin die tats̈achlichenGrenzen.Doch auchdieseber̈ucksichtigen
nochnichtdieTatsache,dassu derBetrag einerGeschwindigkeit ist. Wir müssenalso
nachtr̈aglichnoch

A � max* A � 0 + (20)

B � max* B � 0 + (21)

ersetzen.Dadurchtretennun nebendenin der Tabellemit
”
� “ markiertenauchsol-

cheFälle auf, in denenwir dasNichtzustandekommeneinesStoßesdurchA � B � 0
ausdr̈ucken.
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2 Verteilungen

2.1 Gleichgewicht

Nachdemdie IntervallgrenzenA undB bestimmtsind,ist die Stoßwahrscheinlichkeit
durchP



u ,-& vA �(�(� vB�(� auszudr̈ucken.Im Gleichgewicht in zweiDimensionenist für

einefestgewählteRichtungderBetrag u von
�
u verteilt gem̈aß

dpu
� u

σ2 exp . � u2

2σ2 / du � (22)

sodassdie Wahrscheinlichkeit für u ,0& vA �(�'� vB� gerade

pu



vA � vB�1�32 vB

vA
p


u� du � exp . � v2A2

2σ2 / � exp . � v2B2

2σ2 / (23)

betr̈agt.Mitteln wir überv gem̈aßderselbenVerteilungwie (22), soerhaltenwir die
Stoßwahrscheinlichkeit

P � 2 ∞

0
pu



vA � vB� v

σ2 exp . � v2

2σ2 / dv� B2 � A2

B2 � 1� 
 A2 � 1� � (24)

Es fällt auf, dassP nicht von σ abḧangt.Das kann es auchnicht, da σ die einzige
Geschwindigkeit ist, die in diesemProblemvorkommt und P selbstals Wahrschein-
lichkeit dimensionslosist.

Die Abbildungen1 und2 zeigendieFunktionP


φ � für unterschiedlicheWertevon

β undε � arcsin


d � L � . Die in denAbbildungenjeweilsnumerischbestimmtenWerte

für 4
P56� 1

2π
2 π7 π

P


φ � dφ (25)

legendie Beziehung 4
P5 � ε

π
(26)

unabḧangig von β nahe.Wennwir alsosehrviele Versuchedurchf̈uhrenmit jedes-
mal (gleichverteilt) zufällig ausgewähltemφ, sowerdenwir alsrelativeHäufigkeit für
StößedenWert aus(26) erhalten,der geradedemWinkelanteileinesTeilchensmit
Radiusd aneinemKreis mit RadiusL darstellt.

DieserZusammenhangist in der Tat physikalischzu verstehen(zum mathemati-
schenNachweissieheAbschnitt2.4).Wir kehrendafür die Betrachtungsweiseetwas
umundweisendemStoßpartnerdenRadiusd unddemProbeteilchendenRadiusNull
zu(tats̈achlichist ja jedeRadienkombination,diealsSummed ergibt, äquivalent).An-
schließendersetzenwir deneinenStoßpartnerdurcheinen

”
Kranz“ ausN � 2π � 
 2ε �
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Abbildung 1: Die Stoßwahrscheinlichkeit P als Funktion des Herkunftswinkels φ für
nahe Ausgangsorte. Die Grenzfälle β < 0 und β < π (entgegengesetzte bzw. gleiche
Flugrichtung) sind leicht zu interpretieren. Im ersten Fall erfolgt mit Sicherheit ein Stoß,
wenn nur der Stoßpartner (SP) sich im Korridor = y =>% d ?@= sinφ =>% ε befindet. Bei glei-
cher Flugrichtung muss sich der SP ebenfalls im Korridor aufhalten, kann aber vor
oder hinter dem Probeteilchen starten und es besteht jeweils 50% Wahrscheinlichkeit
des Einholens. Die β-Werte dazwischen zeigen deutlich den Übergang von einem zu
zwei Maxima. Der kleine, eingefügte Plot zeigt die mittlere Wahrscheinlichkeit, d.h.
das (numerisch bestimmte) 1A 2π B Pdφ.
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Abbildung 2: Die Stoßwahrscheinlichkeit P für ferne Ausgangsorte. Die Peaks für
β < 0 und β < π werden beliebig schmal, behalten aber ihre Amplitude 1 bzw. 1A 2 bei,
während die der anderen Kurven abnimmt. Dafür konvergieren letztere gegen eine fe-
ste Form, für die, wie sich schon in Abb. 1 abzuzeichnen beginnt, das

”
Ausschmieren“

unterhalb von φ < 0 und oberhalb von φ < β verschwindet: Außerhalb dieses Bereiches
ist die Stoßwahrscheinlichkeit schließlich Null. Die über φ gemittelte Wahrscheinlich-
keit bleibt eine Konstante. Für negative β ergibt sich im Übrigen der entsprechend
gespiegelte Verlauf P MN$ φ # .
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Stoßpartnern,die alsoalle im AbstandL vom Probeteilchenstartenundauchalle die
selbeGeschwindigkeit (RichtungundBetrag)habenmögen.Damit kommtesauf je-
denFall1 zum Stoßmit einem2 der N Teilchen.Wir wissenzwar durchunsereBe-
rechnungvonP



φ � , dassdieWahrscheinlichkeit nicht für allegleichist, aberwennwir

dieseInformationnichtnutzen,sonderneinfachirgendeinesderN Teilchenausẅahlen,
soist dieTrefferchancegerade1� N � ε � π.

2.2 Andere Verteilungen

Die Argumentationim letztenAbschnitt ist offensichtlichvöllig unabḧangigvon der
gewähltenGeschwindigkeitsverteilung3. Und in der Tat könnenwir statt der physi-
kalischmotiviertenMaxwell-Boltzmann-VerteilungauchPhantasiegebildewie einen
Kasten

dpu
� du OQP 1� σ wenn0 R u R σ

0 sonst
� (27)

derzu

P


A � B� � Φ



B� � Φ



A� (28)

mit Φ


X �S� T X

2 wenn0 R X R 1

1 � 1
2X sonst

(29)

führt,oderz.B. einextrembreitesPotenzgesetz

dpu
� σ


σ � u� 2 du (30)

mit (bei 0 und1 stetigergänztem)

P


A � B� � B

B � 1 � lnB

B � 1� 2 � A

A � 1 � lnA

A � 1� 2 (31)

einsetzen.Abbildung 3 zeigt die drastischeAuswirkungauf die Form von P


φ � , das

Integral jedochbleibt erhalten.
Insgesamthaltenwir fest: Die Stoßwahrscheinlichkeit betr̈agt arcsin



d � L �(� π un-

abḧangigvon β oderderzuGrundeliegendenGeschwindigkeitsverteilung.
1AusgenommendieSituationen,in denenUu und Uv exakt übereinstimmen,aberdieseFälle habendie

Wahrscheinlichkeit Null.
2Auch hier habendieFälle,wo zwei Stoßpartnerzugleichgetroffenwerden,dasMaßNull.
3Darüberhinaussetztsienicht einmalvoraus,dassProbeteilchenundStoßpartnerderselbenVertei-

lunggehorchen.
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Abbildung 3: Die Stoßwahrscheinlichkeit P M φ # für die Kasten-Verteilung (27) (oben)
bzw. das Potenzgesetz (30) (unten). Der symmetrische Fall φ < β A 2 zeigt für erstere
ein Maximum, für letztere dagegen ein Minimum. Dies kann als Überbleibsel von Glei-
chung (14) verstanden werden: Für die Kastenverteilung sind größenordnungsmäßig
gleiche Werte von u und v sehr wahrscheinlich und die

”
Strategie“ (14) zahlt sich aus.

Beim Potenzgesetz dagegen sind u und v typischerweise sehr unterschiedlich und die
an β <XW π angelehnte

”
Strategie des Einholens“ führt eher zum Stoß. Nichtsdestotrotz

bleibt der Mittelwert bei beiden stets Y PZ[< ε A π.
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2.3 Die allgemeine Form von P

Dafür jedeGeschwindigkeitsverteilungderIntegrandin

P


A � B� � ∞2

0

vB2
vA

p


u� p 
 v� dudv (32)

faktorisiert,kanndasinnereIntegral (überu) sofortdurchdie Verteilungsfunktion

F


u�6�\2 u

0
p


u]^� du] (33)

ausgedr̈ucktwerden.Damit wird ausP


A � B� die Differenz

P


A � B� � 2 ∞

0
F


vB� p 
 v� dv � 2 ∞

0
F


vA� p 
 v� dv � Φ



B� � Φ



A� � (34)

in derwir Φ allgemeindefinierthaben,unddieFunktion(29)nurmehrdenkonkreten
Fall derKastenverteilungdarstellt.Für die Maxwell-Verteilung(22) habenwir dage-
gen

Φ


X � � X2

X2 � 1
� (35)

währendihre Variantein drei Dimensionen

dpu
�`_ 2

π
u2

σ3 exp . � u2

2σ2 / du (36)

die deutlichunhandlichereFunktion

Φ


X � � 1

π
. 2 X3 � X


X2 � 1� 2 � arctan1
2X

1 � X2 / � (37)

hervorbringt4. Die Potenzverteilung(30)schließlichliefert

Φ


X � � X

X � 1 � lnX

X � 1� 2 � (38)

ZumSchlussstellenwir durchpartielleIntegration5 dieRelation

Φ


X � � 1 � 2 ∞

0
p


vX � F 
 v� X dv � 1 � Φ



1� X � � (39)

fest,welcheΦ


1� � 1� 2 impliziert undsogarfür dieGrenzf̈alleΦ



0� � 0 undΦ



X �

∞ � � 1 gilt.
Damit könnenwir nun,ohneUmweg überdie zu GrundeliegendeVerteilungp,

FunktionenP gem̈aßP � Φ


B� � Φ



A� konstruieren,wennnurΦ die Bedingungen

4Mit arctan1 a xb bezeichnenwir denZweig derUmkehrfunktiondesTangensmit demWertebereichc
0 dedfd π b , anderStellex g 0 liegt dabeieineUnstetigkeit vor.

5Nur hier berufenwir unsauf gleicheVerteilungenvon u undv.
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(40a) Φ


0� � 0

(40b) Φ


X � ∞ � � 1

(40c) dΦ
dX h 0

(40d) Φ


X � � Φ



1� X � � 1

erfüllt.
Beispielesinddie Verallgemeinerungvon (35) in Form von

Φ


X � � Xk

Xk � 1
(41)

mit positivemk oderauch

Φ


X � � 2

π
arctan



X � � (42)

undganzallgemeinlässtsichausjederbeschr̈ankten,monotonsteigendenundunge-
radenFunktionϕ gem̈aß

Φ


X � � ϕ



lnX �

2ϕ


∞ � � 1

2
(43)

eineFunktionmit denEigenschaften(40)erzeugen.

2.4 Die Konstanz von i Pj
Wir untersuchennun, wie sich die β-Unabḧangigkeit von

4
P5 mathematisch ergibt.

Wählenwir zun̈achstsin


β � h 0, sokönnenwir dieZuweisungenanA undB kompak-

ter (wennauchwenigeranschaulich)alsin Abschnitt1.2ausdr̈uckendurch

A � G


β � φ � ε � � B � G



β � φ � ε � (44)

mit G


β � γ �k� lmon 0 wennγ p β

∞ wennγ � 0
sinβ cotγ � cosβ sonst

� (45)

SogardieentartetenFälleβ � 0 undβ � π werdendurch(44)korrektbeschrieben.Für
sin


β �q� 0 gilt allesFolgendeentsprechend

”
spiegelverkehrt“ , d.h. φ � � φ undA � B

wechselnihreRollen.
Mit dieserFormulierunglassensichnunin

2π
4
P5 � 2 π7 π



Φ


G


β � φ � ε �(� � Φ



G


β � φ � ε �'�(� dφ (46)� IB � IA (47)
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die Integrationsbereichefür die beidenIntegralegeschicktaufteilen:

IB :

φ B � G


β � φ � ε � Φ



B� r Φdφ� π �'�(� ε ∞ 1 π � ε

ε �(�'� β � ε 0 �(�(� ∞ 0 �(�(� 1 I s
β � ε �(�'� π 0 0 0

(48)

IA :

φ A � G


β � φ � ε � Φ



A� r Φdφ� π �(�(� � ε ∞ 1 π � ε� ε �'�(� β � ε 0 �(�(� ∞ 0 �(�(� 1 I s

β � ε �(�'� π 0 0 0

(49)

DasIntegral I s ist tats̈achlichin beidenFällen

I s � 2 β

0
Φ


G


β � γ �(� dγ � (50)

sodassalsEndergebnis

2π
4
P5 � π � ε � I s � 0t uwv x

IB

� 
 π � ε � I s � 0t uwv x
IA

� � 2ε � 4
P5 � ε

π
(51)

verbleibt.Wir sehenalso:Nur in I s stecken(überΦ) dieDetailsderGeschwindigkeits-
verteilung(en),dochgeradedieserTermfällt heraus.Für dieHerleitungvon(51)haben
wir lediglich die allgemeing̈ultigenEigenschaften(40a)und(40b)benutzt,sowie die
Tatsache,dasssichP überhauptalsDif ferenzΦ



B� � Φ



A� ausdr̈uckenlässt.

Konstruierenwir ein

P


A � B�6�y. B

B � 1
� A

A � 1 / 2 � (52)

welchesdieseEigenschaftnicht besitzt (und daherin Wirklichkeit gar keine Stoß-
wahrscheinlichkeit gem̈aß(32) seinkann), so sehenwir in Abbildung 4, dassin der
Tat dessen

4
P5 eineAbhängigkeit von β zeigt.

2.5 Die Symmetrie um φ � β z 2
Die speziellereBedingung(40d) ist für die β-Unabḧangigkeit von

4
P5 offenbargar

nichtnotwendig.IhreBedeutungwird klar, wennmanumformt

G


β � β � 2 � γ � � sinβ cot



β � 2 � γ � � cosβ � sin



β � 2 � γ �

sin


β � 2 � γ � � (53)

sodassalsodie Symmetrie

G


β � β � 2 � γ �[O G 
 β � β � 2 � γ � � 1 (54)
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Abbildung 4: Die
”
Wahrscheinlichkeit“ (52) als Funktion des Herkunftswinkels. Hier

ist Y PZ eine Funktion von β.

erkennbarwird. Bezeichnenwir nämlich

A|}� A


φ � β � 2 � γ �~� B|}� B



φ � β � 2 � γ � (55)

A 7 � A


φ � β � 2 � γ �~� B 7 � B



φ � β � 2 � γ � � (56)

soliefert (54)die Kreuzbeziehungen

A 7 � 1� B| � B 7 � 1� A| � (57)

unddamitvermöge(40d)die Gleichheit

P7 � Φ


B 7 � � Φ



A 7 � � 1 � Φ



A|�� � 
 1 � Φ



B|��'�� Φ



B|�� � Φ



A|1��� P| � (58)

D.h. in Eigenschaft(40d) liegt derGrundfür die SpiegelsymmetriederKurvenP


φ �

um denWert φ � β � 2, welchein allenPlotsgut sichtbarist. Sie ist physikalischauch
leichtzuverstehen:Die TrajektorienderbeidenTeilchendefinierenzusammenmit ih-
reranf̈anglichenVerbindungslinieeinDreieckmit denWinkelnφ, π � β undφ ] . Dabei
ist φ ] derHerkunftswinkel desProbeteilchensvomStoßpartnerausbetrachtet,d.h.der
Herkunftswinkel nacheinemRollentauschderbeidenTeilchen.DaeinsolcherRollen-
tauschan der physikalischenSituationnichtsändert6, mussP



φ � � P



φ ] � gelten.An

derWinkelsummeφ � π � β � φ ] � π liestmansofortdieBeziehungφ � φ ] � β ab. Der
Symmetriepunktist demnachφ � φ ] � β � 2, alsodie Situationdesgleichschenkligen
Dreiecks,in demsichbeimRollentauschgarnichtsändert.

6Hier setzenwir wiederidentischeGeschwindigkeitsverteilungenvoraus,wasauchzu (40d)führte.

12


